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We behandelen voornamelijk algebra en
differentiéren van functies

\A & algebra: rekenregels

ma functies, le & 2e orde polynomen, log

WO functies, afgeleiden, differentiéren

Vvr differentiéren en integreren

ma matrix algebra (?)




Programma vandaag

* Samenvatting: functies

» Herhaling functies:

* Continuiteit

* Concept differentieren

» Differentiatie regels (optellen,
vermenigvuldiging)

 Ditferentatie regels
(samengestelde functies en
speciale functies exp en In)




We hebben de volgende functies gezien en wat
eigenschappen van besproken

We bespreken vijt elementaire functies:

e polynomen (veeltermen) f(x) =2x* +3x -5
. . il X +4

e rationale functies del o

e absolute waarde functie f(x) = x|

e exponentié€le functie f(x) = a*

o faculteit functie f(n) =n!




“Voorwaarts” Inverse

o o= Xx-T4 % » fi(y)=y-a
o fOfi=a=y s T lUy)=2/a
o f(x) =22y o fly)=yL2
o )= =Y ¢ o T

o fOx) == « fl(x)=log.(y)




grondtalmacht=

grondtal macht “uitkomst” vb
Gegeven Gegeven y=32
Onbekend Gegeven Gegeven 3=a?

Gegeven Onbekend Gegeven 64=2x




macht_“11itkomst”

grondtal macht “uitkomst” vb
Gegeven Gegeven Onbekend — y=32
Gegeven Gegeven 3=a?

Gegeven Onbekend Gegeven 64=2x




: t vast varieren over de
grondtal




Inverse van y=x2is y!/2

Inverse macht, wortel trekken




t vast varieren over de




Inverse van y=x3is y!/3

Inverse macht, wortel trekken




nverse functie 1s gespiegeld in

y=X

Inverse macht, wortel trekken




grondtal  ="uitkomst”

grondtal macht “uitkomst” vb
Gegeven Gegeven Onbekend — y=32
Onbekend Gegeven Gegeven 3=a?

Gegeven Gegeven 64=2%




rondtal vast varieren over




Inverse van y=2%is log,(y)

Inverse 2% is de logaritme logs(y)




rondtal vast varieren over




Inverse van y=3*is log,(y)

Inverse 3% is de logaritme logs(y)




nverse functie 1s gespiegeld in

y=X

Inverse 3% is de logaritme logs(y)




Er zijn 9 belangrijks algebra regels die je nodig
hebt om vergelijkingen op te lossen

a+b = b+a 3%-qy = gxty
a-b =b-a (@¥)y = axV
a-(b+c)=ab + a-c (ab)* = a*-b*

blogy(y) — y
log(xy) = log(x) + log(y)

«Algebra class will be important teo :rou 10g(Xy) = Y‘log(X)

later in life because there’s going to

be a test six weeks from now.”




Logarithm




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

bijv. Voor welke x geldt 2*x=5 7




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

bijv. Voor welke x geldt 2*x=5 7

Het antwoord is: de logarithme van 5 met basis 2.
d.w.z. 2 %20 =5

log,(5) is een getal dat we op kunnen zoeken




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent
Algemeen: bX=y < x=logp(y)

bijv.  als 2" =64 dan n = log2(64) = 6
want 26 =2-2:2.2.2.2 = 64
37=27  =n=1logs27)=3
want 3% = 3:3:3 = 27
b*=b = x ={logp(b) =1

want bl =b




Quiz
Soms zit een onbekende in een exponent
b*=y & x=Ilogp(y)

Rekenregels:

blog,(y) = ?2?2?

log(xy) = ??7?

log(xY) = ??2?




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

b=y < x=logu(y)
Rekenregels:
blosyy) = y (per definitie)
log(xy) = log(x) + log(y)

want blogsty) = xy = bloss() plosy(y) — plogy(x)+logy(y)

log(xY) = y-log(x)

want blogst) = x¥ = (x)¥ = (blogs™)y = pylog,(x)




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

b*=y & x=Ilogp(y)

Rekenregels: bijv. 23=8,24=16
blosyy) = Y loga(8) = log2(2-4)
log(xy) = log(x) + log(y) = log2(2) + log(4)
= +2-—3
log(xY) = y-log(x)
log2(16) = log2(4?)
= 2-log>(4)

— e




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent
b*=y & x=Ilogp(y)

Rekenregels: bijv.

0 1
blogly) =y logb(][;1 ) = logp(b™)
log(xy) = log(x) + log(y) = —n-logp(b)

=-n-1

log(xY) = y-log(x)

=-n




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

b*=y & x=Ilogp(y)

Rekenregels: bijv. 2a*—3=b
blosyy) =y ©2a=3+Db

log(xy) = log(x) + log(y) saX=3+b)/2

log(xY) = y-log(x) < x =loga((3 +b)/2)

. x =1loga(3/2 +b/2)




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

b*=y & x=Ilogp(y)

Rekenregels: bijv. logp(x +a)=3a*+1

blogb(y) =Yy = blog(x i b3a2+1
loglxy) =log() + Iog(y) | < x+a=b¥™

log(xY) = y-log(x)

e b3a2+1_ a




De logarithme van een getal helpt bij
vergelijkingen met een onbekende exponent

Soms zit een onbekende in een exponent

b*=y & x=Ilogp(y)

Rekenregels: logp(x) + logp(2b—x) -2 =0
blog,y) = = logp(x(2b —x)) —2=0
< logp(x(2b — x)) =2

10g(XY) e log(X) i log(y) = ]ogb(ZbX —x?) =2

log(x¥) = y-log(x) = 2bx— ¢ b
< 0=Db?-2bx + x?
= (b — x)? e X

|
Uﬂ
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Functies

INPUT X

v
| FUNCTION f: |
v
OUTPUT f

(X)




Formeel zijn functies atbeeldingen van de ene
verzameling op de andere

X Y

f: X-=>¥%

X, Y collectie getallen

In statistiek bevat X ‘subjects’
of dingen, en Y getallen




Functies zijn fundamenteel voor het beschrijven
van relaties in empirische data

\O

00

Sternberg (" 64): E |4
RT ~ 38N + 397 ¢]
:

N is # items in geheugen

(@)
G

memory load 8

—

IRT - Wet vian Weber

o 3
AS |2
e (ORI = kH+ 2
R A e
a\U- ~4 - =
1 Fe ; u
lat¢nte trek score O -.E:i

e Y — k-lo%(S) =

stinllulus intensiteit S

|




Elementaire functies kunnen worden
gecombineerd tot meer complexe functies

voor de handliggende combinaties van functies:
bijv.: f(x)=x? g(x)=3x

som: k(x)= (f + g)(x) k(x) = x* + 3x
verschil: k(x) = (f — g)(x) k(x) = x*> — 3x
product: k(x) = (f-g)(x) k(x) = (x?)(3x) = 3x°
quotient: k(x) = (gf )(x) k(x) = x2/3x = Vsx

helemaal belangrijk zijn samengestelde functies

k(x) = (feg)(x) =f(g(x))  kix) = (3x)*=9x°




In een samengestelde functie wordt ene functie
toegepast op de waarde van de andere

k(x) = (feg)(x) = f(g(x))

A O—
o—_)
g X->Y LtY->Z
Voorbeeld:

Hoe meer tijd ik investeer in het
oefenen van het tentamen, hoe hoger
mijn eindcijfer, hoe hoger mijn
toekomstige carriere kansen




In een samengestelde functie wordt ene functie
toegepast op de waarde van de andere

k(x) = (feg)(x) = £(g(x))

voorb.
f(x) =X T 2)
g (x) S
k(x) = £(g(x))
={g) + 2F
—c 2)
merk op:

I(x) = g(t(x)) = (0= (e +2)F = (X + 2)° = k(x)




In een samengestelde functie wordt ene functie
toegepast op de waarde van de andere

k(x) = (feg)(x) = £(g(x))

voorb.
f(x) = Vx
g(x)=x+1
k(x) = f(g(x))
=Vg(x)
=vx+1
niet:

I(x) =g(f(x)) =f(x)+1 =+x+1 =k(x)




In een samengestelde functie wordt ene functie
toegepast op de waarde van de andere

k(x) = (feg)(x) = f(g(x))
voorb.
f(x)=x*-1
g(x) =4
k(x) = f(g(x))

=g(x)* -1
—42-1=15

niet:

I(x) = g(f(x)) =4 =k(x)




In een samengestelde functie wordt ene functie
toegepast op de waarde van de andere

k(x) = (feg)(x) = f(g(x))
voorb.
f(x) =2x*+ 3
g(x)=1-3x
k(x) = f(g(x))

= 2:g(x)* +.3
— 2(1'= 3xJ)e 3

niet:

I(x) =glf(x)) =1-3Hx) =1-3(2x>+3) =k(x)




Voor differentieren is het handig (noodzakelijk!)
om samengesteld functies te herkennen

de “kettingregel” is belangrijkste regel bij

differentieren
Ox[£(g(x))] = 0xf(g(x))-0xg(x)

daarom samenstelling herkennen!

voorb.
k(x)=f(g(x)) =2x-1)° = f(x) =x, g(x) =2x-1
want f(g(x)) = g(x)’ = (2x-1)° =k(x)

k(x)=Bx-1)3x +1) = f(x) = (x=1)(x+1), g(x) = 3x
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Continuiteit

« Een functie heet continue in een
specifiek punt x,, wanneer

* f(x,+h) naar f(x,) gaat als h naar
nul gaat

o lim |f(x,+h)-f(x,) =0, h->0

* Waarom is 1/0 niet oneindig?




“In de buurt van x,”-functie

* Gegeven f en X, defineer:
 o(h)=x,+h
* k(h)=f(g(h))-(x,)

* tis continu in x, als
e lim | f(x,+h)-f(x,) =0, h >0
e lim | k(h)!=0,h->0
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Atgeleide en differentiéren




Afgeleiden beschrijven de verandering van een
functie onder veranderende input

de afgeleide geeft de rico van de raaklijn
—
o als rico positief is

neemt f(x) toe met x

o als rico negatief is
neemt f(x) af met x

o wat nu als rico = 0?




Afgeleiden helpen bij het passen van modellen
op data

kleinste kwadraten methode

: f(b)
1 g=bx I
% o/ 0 —b
| £ O
S f(b) = Y.(y—bk)?
g = 52?4 28yb + 57
=
==
alternatietf: g(P) =} In[p(x; b)] |




De atgeleide van een functie in een bepaald punt
is de richtingscoéfficient van de raaklijn

Een raaklijn is een rechte
die een curve raakt in
één punt en dezeltde
richting heeft

rico= — = ‘afgeleide’ ine
X




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

Een secantlijn doorsnijdt
een curve in twee
punten

—~ = ‘afgeleide’ ine

Yisyo f(x1) - f(xo)

X1 — X0 X1 — X0

~
~




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

Benadering wordt beter
als (x1, y1) dichter bij ligt

e ‘afgeleide’ ine
AV

V1- Yo f(Xl)-f(Xo)

X1 — X0 X1 — X0

~
~




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

De afgeleide is de limiet
van deze benadering als
(x1, y1) zeer dicht bij e
komt

e ‘afgeleide’ ine
AV
V1- Yo f(Xl)-f(Xo)

X1 — X0 X1 — X0

~
~




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

De afgeleide is de limiet
van deze benadering als
(x1, y1) zeer dicht bij e
komt

—~ = ‘afgeleide’ ine

. f(xa) - f(xo0)
= |lim

X1 — X0 X1 — X0




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

She ‘afgeleide’ ino

AX
. f(xa) - f(xo)
= lim

X1 7% X0 Xl _XO

=" (xo)




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

She ‘afgeleide’ ino

AX
. f(xa) - f(xo)
= lim

X1 7% X0 Xl _XO

handiger met x1 = x0 + h

Ay .. f(xo+h) - f(xo)
AX _ hliI; h




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

A ‘afgeleide’ ino = lim 2t Ll
JAV'4 h—0 h
voorb. f(x) = 1Ax?
Xo='%2 =yo=1
Ay i f(xo+ h) - f(xo)
AX  h-o h
. Bl +h)?-
— lim
h—0 h
lim s + h + Vh?- s
(XO yo) Ay = h—0 h

BE —lim 1h+1 =1
X h—0




De afgeleide in een punt kan worden bepaald als
limiet geval van de rico van een secantlijn

A ‘afgeleide’ ino = lim A% Lilmbit)
AVe h 0 h

is afgeleide in één punt;
hoe zit ‘t met andere
punten?

bijvoorbeeld de afgeleide
(xoly0) Ay in het punt xo=X, zonder x
nader te specificeren




Berekening van een afgeleide in een onbepaald
punt geeft een formule voor alle punten

Ay f(xo+ h) - f(xo)

= "afgeleide’ ine = lim
AVe h—0

h

voorb. f(x) = %x?

Aye
AX

— lim
oo

— lim
(XO,I}/O) Ay  h-o0

_ lim
AX h—0

X0 =X = Y0 =%

m f(xo + h) - f(xo)
h -0 h
Lh(x + h)? - 1ax?2
h

15x? + hx + 16h? - 142

h

X + 1hh =x




De tformule voor de atgeleide in een onbepaald
punt heet ‘de afgeleide’ van de functie

A ‘afgeleide’ ino = lim 2t Ll
AV h —0 h

voorb. f(x) = %x?
X0 =X = yo="%x>
Ay _ m f(xo+ h) - f(xo)
AV h—0 h e aﬁge\eide

mn

=f (x) “de afgeleide” van f

S SRt TN

: AV geeft rico van raaklijn in punt x!




Het berekenen van de afgeleide van een functie
met behulp van limieten is vaak veel werk

dye = afgeleide van f(x) = lim e 1
dx h—0 h
voorb. f(x)=2x?+1
dy Wy f(xo+ h) - f(xo)
dx . 1.0 h
2 942
i [2(x + h)?2 + 1] = [2x2 + 1]
A0 h
. 2X*+4xh +2h?2+1-2x2-1
— lim
h -0 h
2
— lim 4xh + 2h = lim 4x + 2h = 4x

h —0 h h—0




Het berekenen van de afgeleide van een functie
met behulp van limieten is vaak veel werk

dye = afgeleide van f(x) = lim et h) - i)
dx h—0 h
voorb. f(x)=vx

d_y i f(XO + h) = f(XO) ,/

dx h—0 h //
Vix+ h - vx R h + VX

— lim :
h 0 h vx+ h + vVx

i A (Vx + h)? - (Vx)?
S g h[vx + h + vX]

T i e S e emeE L ]
B Thoo hvx+h+vx 2V
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Rekenregels ditferentiéren




Het afleiden van een aantal rekenregels
differentiéren zorgt voor véél minder werk

dy f(x + h) - f(x)

05 o h
Differentiéren is het bepalen van afgeleiden
regel 1: dd)l( [c] =
regel 2: dd)l( [x?] =fh-x2?

regel 3: & [c-f(x)] = ¢ C—Ef((x)]

regel 4 [f00 £ 800 = S0+ (g0




Bij een constante functie is de raaklijn altijd
horizontaal en de rico dus nul
dye

- f(x + h) - f(x) f(x)
dx & hlgg h

f(x)=C
=, f’(X) =() X

f (x) = lim Hog }111) - fbx0)
hig




Differentiéren van een machtsfunctie verlaagd de
macht van die functie met één graad

dy L f(x+ h) - f(x) f(x)
dX h—0 h
f(x) =xn

= f(x) = nx!

voorb.:n=2 = f(x) = x?

: . (x+h)P?-x2 o X2+ 2xhn - hd— X3
f' (x)= lim = lim
h—0 h h—0 h
2xh + h?
 im T M AR

he 0 el h 0




Een multiplicatieve constante mag voor het

differentiatieteken gehaald worden

dy L f(x+ h) - f(x) f(x)
dX h—0 h
f(x) = c-g(x)

= F =il

f (x)= }1113} = g(x . };1) x: g(x)

_oclgbcrh)-god]

T T
+ h) - g(x)

h -0 h h 0




Een multiplicatieve constante mag voor het
differentiatieteken gehaald worden

dy L f(x+ h) - f(x) f(x)
dX h—0 h
f(x) = c-g(x)

= F =il

voorb.: f(x) = 3x?

£ (x) =Dy[f(x)] = Dx[3:Xx?] = 3-D«[x?] =3(2x) = 6x




De afgeleide van een som van twee functies is de
som van de afgeleiden van die functies
dy f(x+ h) - f(x) f(x)

dx. g h

u(x) = f(x) + g(x)

= u'(x) =f(x) + g'(x) i
o (Ol }L) Linhd
T AT TSR )

_ |im SR R g(xth) - g(x)

h—0 h e | h




De afgeleide van een som van twee functies is de
som van de afgeleiden van die functies

dy _ . fx+h)-f() o [ 111V
dX h—0 h v

u(x) = f(x) + g(x)
= u'(x) =f(x) + g’(x) N

voorb: u(x) =3x% + 6

u’ (x) = Dx[u(x) D«[3x? + 6] = D«[3x?] + D 6]

:6X‘|‘Dx[6] :6X+O
— )¢

“u (X)E6X




De afgeleide van een som van twee functies is de
som van de afgeleiden van die functies

dy L f(x+ h) - f(x) f(x)
dX h—0 h

u(x) = f(x) + g(x)

= u'(x)=f(x) + g’'(x)

voorb: u(x) = 3x? + 2x

u (x) = DxJu(x) D«[3x% + 6x] = Dx«[3x?]
= 3-(2x) + Dx[2x] = 6x + Dx«[2x]
= 6X + 2:Dy[x] = 6x + 2-Dy[x!]

=6x +2:(1-x1) =6x+2:(1) = 6x—r B

+ Dx[ZX]




Met deze eerste vier regels kunnen we
gemakkelijk alle polynomen differentiéren

regel 1: Dy[c] =0

regel 2: Dy[x"] = n-x™1

regel 3: Dy c:f(x)] = c¢:Dx[£(x)]

regel 4: Dx[f(x) £ g(x)] = Dx[f(x)] £ Dx[g(x)]

/\

Dx[Can o+ Cn-an-1 o RN S CO]

= Dx[Canj 3 Dx[Cn—an-lj ¥ g Dx[ClX: - :)xCO

— CDDX[an 1S Cn-le[Xn_lj et Cle[X: % :)XCO

= cnn X! + cpai(n=1)x™2 + ...+ c1 + 0




Met de volgende vier regels er bij kunnen bijna
alle functies worden gedifferentiéerd

regel 5: Dy[f(x)-g(x)] = " (x)-g(x) + f(x)-g" (x)

regel 6: Dx[f(x _ 0 - fix)g ()

(X g(x)?

regel 7: Dx[f(g(x))] = f (g(x))-g" (x)

regel 8: Dy[x'] = r-x*1




De afgeleide van het product van twee functies is
niet het product van de afgeleiden

u(x) = (x)-g(x)
u(x+h)—u(x)

. (o =ii£r3 - g }111_1}3 f(x+h)g(x+hh)—f(x)g(_x)
lim fOcrh)g(x+hy — f(x+h)g(x) + fxcrh)g(x) - f(x)g(x)
h—0 h
I }lllir(} f(X+h) _g(X+h) i g(_X) i }111_1}3 f(x—l_h;_ f(X) g(x)

= {8 0+ £ GO R S i () + £ (x) o

endusu (x)=f (x)g (x)




De afgeleide van het product van twee functies is
niet het product van de afgeleiden

u(x) = £(x)-g(x) Coul () =f(x)g () + £ (x)-g(x)
..endusnietu’ (x)=f (x)g (x)

voorb.: u(x) = (x? + 3x)(4\x:v5\)J

N~
f(x) = x + 3x £ (x) =[x%+3x]” =[x?] + [3x]
— D-x+E Sl — Ox + 3
g(x)=4x +5 o' (x)=[4x+ 5] =[4x']" + [5]
_ Ly Y

Sou (x) =f(x)gl (x) + £ (x)-g(x)
= (x?+3x)4 + (2x + 3)-(4x + 5)




De afgeleide van het product van twee functies is
niet het product van de afgeleiden

u(x) = £(x)-g(x) Coul () =f(x)g () + £ (x)-g(x)
..endusnietu’ (x)=f (x)g (x)

voorb.: u(x) = (x? + 3x)(4x + 5)
R~

Sou (x) = f(x)g (x) + £ (x)-g(x)
= (x? + 3x)4 + (2x + 3)-(4x + 5)
= 12x% + 34x + 15
kan ook anders: u(x) =4x° + 17x* + 15x

u (x) =[4x3 + 17x% + 15x]” = [4°] + [17x3] + [15x]
=4-3x* + 17-2-x+ 15 =12x* + 34x+ 15




Het voordeel van de productregel is vooral bij
functies die niet eenvoudige polynomen zijn

u(x) = £(x)-g(x) Coul () =f(x)g () + £ (x)-g(x)
..endusnietu’ (x)=f (x)g (x)

voorb.: u(x)=2x(x* + 4)
W\/V\-J

f(x) = 2X f (x)=x] =2:x'}=2% ! —2
e(x)=x2+4 o (x)=¥T4] =P Elal —2x + 0
Sou (x) =1f(x)g’ (x) + £ (x)-g(x)6f u (x)=[2x3 + 8x]
= 2x-(2x) + 2:(x2 + 4) = [2x3]" + [8x]
— HXEEED = 6x°+ 8




De afgeleide van een breuk van twee functies is
niet gelijk aan de breuk van de afgeleiden

f(x) e :f’ (x)-g(x) - fz(X)g’ (x)
g(x) g(x)

X+ 2

e |

f(x) =x+2 " (x)=]x+2] =[AEEE 2] — 1
e(x)=x>-1 " g (x)=1pE—1] =[Sk —2x -0

u(x) =

voorb.: u(x) =

e - f* (x)-g(x) - f(x)-g" (x) # 1-(%=1) - (x+2)-2x
S0 (1)
—X24x — 1
(x*- 1)




De afgeleide van een breuk van twee functies is
niet gelijk aan de breuk van de afgeleiden

f(x) _f ()-g(x) - f(x)-g" (x)

U(X) — g(x) u (X) g(X)2
voorb.: u(x) = lg
X
f(x) =1 f(x)=[1]'=0
g(x) = x3 o (x) ] =3x31 =9

i f' (x)-g(x) - f(x)g (x)  0-x7-1-3x>
Se U " = o7
& —3x2 i 3

4

X0 X




De afgeleide van een breuk van twee functies is
niet gelijk aan de breuk van de afgeleiden

f(x) TR ) )
i 8 Ty
X2 —4x + 2

X2+ x+1

u(x) =

voorb.: u(x) =

f(x) =x2—4x +2 f (x)=[x%-4x+2] =2x-4

olx) =xe + X i b)) =DEameille —2x + 1
i (2x—4)(+x+1) - (x2—4x+2)(2x+1)
- (x24+x+1)2
B2 %6

(@ +x+ 1)




Samenvattend zijn er 8 rekenregels voor
differentiéren die onthouden moeten worden

[c]Z* =1 [f(x)-g(x)] =f (x)-g(x)+ f(x)-g (x)
S f(x) .. £ ()gx)-fx)g (x)
[x"] = [ ==
g(x) g(x)?
[cf(X)] =ct (x) [f(g(x))] =£ (g(x))g (x)

[f(x) £ g)]"" =1 () £'g" O Dl =




