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We behandelen voornamelijk algebra en
differentiéren van functies

\A & algebra, incl. logaritmen
ma functies, le & 2e orde polynomen
WO atgeleiden, differenti€ren

Vvr differentiéren en integreren

ma matrix algebra




Programma van vandaag

* Motivatie matrices

* Optellen van vectoren

 Functies van vectoren, matrices

» Simultane vergelijkingen en
matrices

* Determinant

* Higenwaarden en eigenvectoren




Motivatie: matrix algebra

* Netwerken (Prof dr Borsboom, dr
Cramer, Sacha, drs Borkulo)

» Multivariate analyse (dr Molenaar,
dr Rhemtulla)

» Cognitive psychology (dr
Grasman, dr Van Maanen,

 Statistische onderzoeksmethoden
(Prof dr Wagenmakers, prof dr
Van der Maas, dr Verhagen, Helen,
Dora)




In de psychologie doen we
vaak meerdere meting

tegelijkertijd (IQ)

* X; = Score wiskundige vragen

* X, =Score taal vragen

* X; = Score logica vragen

« X, = Score visuele inzichtsvragen




In de psychologie doen we
vaak meerdere meting
tegelijkertijd van een persoon

* X, =Bloeddruk

» X, = Gemiddelde slaapuren/nacht

* X;= Sporturen

* X, = Vloeistof dat je drinkt

* X, = Facebooktijd

* X, = Intensiteit amygdala

* X, =Zuurstot gebruik in pre-
frontale cortex
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Vector
Algebra




Programma van vandaag

 Motivatie matrices

e (Getallen en vectoren

 Functies en matrices

» Simultane vergelijkingen en
matrices

 Determinant

* Higenwaarden en eigenvectoren




Notatie en meetkunde

* 05a Getallen: Vectoren.pdt
* 05b Matrices: Functies op
vectoren.pdf




Programma van vandaag

* Motivatie matrices

* Optellen van vectoren

 Functies van vectoren, matrices

* Simultane vergelijkingen en
matrices

* Determinant

* Higenwaarden en eigenvectoren
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Stelsels vergelijkingen zijn soms niet oplosbaar
en hebben soms oneindig veel oplossingen

Simultane vergelijkingen moeten tegelijk waar zijn
bijv. §3y =2x -4
oy = 3x + 2

oplossen gaat door y te elimineren:

herschrijf le vergl. maal -2 elimineer y
§—2x+3y:—4 §4x—6y=8 §4x—6y=8
= =
—3X + 6y = 2 —3X + 6y =2 —3X + 6y = 2
x +0 =10

S.x=10eny=(210-4)/3=16/3

_I_




Stelsels vergelijkingen zijn soms niet oplosbaar
en hebben soms oneindig veel oplossingen

Simultane vergelijkingen moeten tegelijk waar zijn
bijv. §3x2 =2x, — 4
0%, = 3%+ 2

oplossen gaat door X, te elimineren:

herschrijf le vergl. maal -2 Elimineer x,
§—2x1 +3x, =4 § 4x, —6X, =8 § 4x; — 6x, = 8
= =

—3X, + 6X, =2 —3Xq +6X, =2 —5Xq + 6X, =2
X, 0 = 10

S.ox;=10enx,=(2-10-4)/3=16/3

_I_




Stelsels vergelijkingen zijn soms niet oplosbaar
en hebben soms oneindig veel oplossingen

bijv. §3x2 =2x, — 4 |
0%, = 3%+ 2

oplossen gaat door X, te elimineren:

herschrijf le vergl. maal -2 elimineer X,
§—2x1 +3x, =4 § 4x, —6X, =8 5 4x{ — 6X) =8
& =
—3X, + 6X, =2 —3Xq +6X, =2 T3X |1 6X,|= 2

_I_
X4 0 =10

Sox;=10enx,=(2:10-4)/3 < |l6/3




Stelsels vergelijkingen zijn soms niet oplosbaar
en hebben soms oneindig veel oplossingen

\

bijv. §2x2 = —5xy:+ 1
bx, = —1ox; + 10 \

:

herschrijf 2e vergl. maal -2/5 elimineer x,
§5x1+2x2:1 §5X1+2x2=1 §5X1+2x2:1
& &
15x; + 5%, = 10 —6X; — 2X, =4 —0x}, —|2x;, =4
x4 H0 53
Xy =3En X == Ll FEE ey

oplossen gaat door X, te elimineren:

_l_




Stelsels vergelijkingen zijn soms niet oplosbaar
en hebben soms oneindig veel oplossingen

bijv. § d4x, = 3x;+ 1

=8X, = #0X%; — 6
oplossen gaat door y te elimineren:
herschrijf 2e vergl. maal %2 eliminleer X4
§—3x1 + 4y =W §—3><1 =1 §—3x1 il iLXZ 211
— —
6x; — 8%, =6 OX7 — 44X, = -3 3y + Ay =3

i
0= +2 ’

.. voor geen enkele x; zijn vergelijkingen simultdan waar!




Stelsels vergelijkingen zijn soms niet oplosbaar
en hebben soms oneindig veel oplossingen

bijv. § 4x, = 3%, /
=8Xs BA - OX, + 2 /

oplossen gaat door X, te elimineren:

herschrijf 2e vergl. maal %2 eliminleer X4
§—3X1 +4x, =0 %—3)(1 +4x, =0 § =3X| ilxz =0
= =

6x; — 8%, =0 53X —4x, =0 3x1—4x2=0 "

0=0

.". hangt niet af van x,; is waar voor alle x,




De oplossingen van een stelsel vergelijkingen
hangt alleen af van de coefficiénten

%—le +.9%s — 4

—3X; + 6%y = 2

Met behulp van matrix algebra te schftjven als

e [ 20 R DE
m\\‘g_ 2

=24 afaYay ol |_\->_




Matrices bestaan in verschillende maten en
vormen, en hebben soms speciale namen

%—le +3x,=-4 L0 b2 00l
—3Xq + 6X; =2 & 0 e
9 16
L3 x2 - .
1 2 3 4 1 [1234] X3<®mm€“
b = ; .
2 x4 ST hoofd—chagonaal
3x1 _/ i i
Sca\a'lr 2 3 é Qa0
symmetrisch 33 identiteits matrix




Matrices worden elementsgewijs opgeteld,
atgetrokken of met een scalar vermenigvuldigd

_1 2 .3 4— _4 S P 1—
A= B =
_5 6 7 8_ o _8 7 6 4_
Ty >) X 4
_1_ _2 g -1_
X = y = 3 X—y= -1
_1_ _5_ _—4_
3x1 3 x1 g4

A s =

>

10 12 14 16

D20 890 D

1
3

2

13 13 12
2 x4

4 6 8




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

Een ma’crbTr maal ﬁen—vector lever,
a c|x] Jaxg+ox

b d|lx,| Ibx; +dx,

voorb. - it E r
= F AR Axilgin — Y-
D 3l T2g A
R 2

s 2@6@1

.

t een stelsel op

—Z2¥ £ Ox, =—4

—5Xq + 6X, =2




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

Een ma’crbTr maal ﬁen—vector levert een stelsel op

X1| | axg +exg

Qe
b d|lx,| Ibx; +dx,

Uitbreiding naar matrix keer matrix is kolomsgewijs

3 L @1 e[S i
@@@2 Y2 | ax, + CX, + eXs ay, + ¢y, + ey,
b d F_ ®3 Y3

. — bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,

A B = AB




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd

op basis van stelsels vergelijkingen

Z |

:® Y1_

ax; + CX, + eXs

E(}Yz

b

bx, + dx, + fx,

AB

21 +1:2 + 3--1
41 + 5-2 + 6--1

IR
8 50

ay, + Yz + €Yys

by, + dy, + fy;

2:0 +1'4 + 3-5
4:0 + 5:4 + 65




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

_® 4 ax, + CX, + exs ay, + cy, + ey,
OH® v, L

Wi e é | bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
e 5 e bl
A B AB
ezelsbruggetje .
Ve,
o 3 2:1+20+15=7
G 2 1|pED.

>
(




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O .

|

Wi e é | bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
. . e n
A B AB
ezelsbruggetje
e
5 3 2:1 +2:01:65=7
5 |-2 20+23+1-2=4
G 2 1w B

>
<




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
Glon il

|

bl e é bx, + dx, + fx; by, + dy, + fy,;
s : e L
A b AB
ezelsbruggetje
o ;
5 3 2.1 +2-0+%1:5=7

5 |-2 20+23+1--2=4
i 3 50+33+1-2=7

>
o)
W
&




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
Glon il

|

Wi e é | bx; + dx, + fX; by, + dy, + fy,
; : e i
A b AB
ezelsbruggetje .
el ,
o 3 2:1+ 2-0 =ty
5| -2 20525 F1=2=4
By 50+33+1-2=7
A 163 1) 7 580 155 = 10




Matrix vermenigvuldiging wordt gedefinieerd
op basis van stelsels vergelijkingen

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
Glon il

|

Wi e el 4 dx, + FXs by, + dy, + fy,
s 1y v | b L
A b AB
ezelsbruggetje .
- 7

G c oA

i T Ay

o1 3 5 =

5| -2

>
o)
W
—
&




Matrix algebra lijkt heel erg op scalaire algebra

Algebra regels met getallen (scalairen)
at+b=Db+a x+0=x
a-b =b-a IDED

a-(b+c) =ab + a-c

Algebra regels met matrices

A+B=B+A




De indentiteitsmatrix functioneert als de 1 in
matrix algebra; de nul-matrix als de 0

1 e Nat

S e

O LGNS
O = O
— O O

O 0 0O

O 0 0O

5 6 7 8

NGRS

X+0=x

A+0=A

1:%X, + 0-%X, + O-X5 X,
= O-%X; + 1I'X, + O°X5; |= X,
O-X; + O°x, + 1°X; X3

1-x=x




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O .

|

bl e bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
s 1y v | b i
A b AD
ezelsbruggetje 5

(2) 2 @ - AB=f
Is| s o a0

(Lo |y

b o




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
Glon il

|

Wi e | bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
: 1y v | b b
A b AD
ezelsbruggetje 5

T2 (2] WET ARl
s 8] 1 A0

e Eer

b g




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O .

|

bl e bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
s 1y v | b i
A b AD
ezelsbruggetje 5

T2 2T ARl
5 g1 et

b6 - i \\j

b o




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O .

|

bl e bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
: 1y v | b b
A b AD
ezelsbruggetje 5

M2) 2 W - AB=f
Is|a o a0

Lol e e

B[ (0% o)




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O 4. L

|

bl e é bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
s 1y v | b i
A b AD
ezelsbruggetje 5
T2 (2] W ARl
s 3] 1 aoren
Lol e e
Bl (o s 15 [ )




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O .

|

bl e bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
s 1y v | b i
A b AD
ezelsbruggetje 5

T2 2T ARl
5 g1 et

B b

B|(o 3 15 91 )




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

|

& 4B
ezelsbruggetje
e
Bee o0
Bl o 3|5
G 2] |

_® /i
\ Vs,
i é

3 ' Y3_

A
2
3

ax; + CX, + eXs

bx, + dx, + fx,

AB

B:

10

ay, + Yz + €Yys

by, + dy, + fy;




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O 4. L

|

bl e bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
i 1y v | b fo
A B AB
ezelsbruggetje 5
T2 (2] W ARl
s 3] 1 aoren
L ol [ el
Bl "o s 15 | 9| 3
_(5 2| | O \J 4




Matrix vermenigvuldiging is niet commutatief

_® 71 ax; + CX, + exj ay, + CY, + ey;
O .

|

bl e bx, + dx, + fx, by, + dy, + fy,
i 1y v | b fo
A B AB
ezelsbruggetje 5
T2 2T ARl
5 8 ] Ml o ;
T T i _ .. AB=BA
1 O hiat 2 2 1
Bl "o s 15 903 BA=|15 9 3
_(5 2 [ e \;_> SR e




Matrix algebra lijkt heel erg op scalaire algebra

Algebra regels met getallen (scalairen)

a+tb=b+a x + 0 =x
a‘-b =b-a 1-x = x
a-(b+c)=ab + a-c x/x=xx1=xlx=1

Algebra regels met matrices

A+B=B+A

>

o
[

[>

>

we

)

we

>

=

>
I

>

>
s
_I_
@)
|
>
-
_I_
>
0
>
>
I
>
i
o




De inverse van een matrix lost het met de matrix
verbonden stelsel vergelijkingen op

voorb.

- A g RXal e
-2 . Bkl Deledxt SO |4l ) §—2x1 + 3x, = —4
—3 /. BH#X; —3X; + 6X, 9 —3X; + 6%y =2

de matrix B waarvoor BA = identiteit heet de inverse




De inverse van een matrix lost het met de matrix
verbonden stelsel vergelijkingen op

voorb.

- A g RXal e
-2 . Bkl Deledxt SO |4l ) §—2x1 + 3x, = —4
—3 /. BH#X; —3X; + 6X, 9 —3X; + 6%y =2

de matrix B waarvoor BA = identiteit heet de inverse

(13
N
s

I
i

L~

<




De inverse van een matrix lost het met de matrix
verbonden stelsel vergelijkingen op

voorb.

- A g RXal e
-2 . Bkl Deledxt SO |4l ) §—2x1 + 3x, = —4
—3 /. BH#X; —3X; + 6X, 9 —3X; + 6%y =2

de matrix B waarvoor BA = identiteit heet de inverse

E2N3
s ___3 6_
—2 e e
(=1 211\




De inverse van een matrix lost het met de matrix
verbonden stelsel vergelijkingen op

voorb.
- A g RXal e
-2, 3:kdoq| F el Sk | 460 ) %—2x1+3x2=—4
—3 7 b B, + 6, 2 —3X; + 6%y =2
de matrix B waarvoor BA = 1deqi1te1t heet de inverse
o T wisl R
-2 ( 3) ¥ B = 1S inverse
-1 24 =
: s y
3 __1 2 1
=2 I 0 notatie A~ = o)
G ;

hejmdlg want Aly = ATAx =Dx =x




De inverse van een matrix lost het met de matrix
verbonden stelsel vergelijkingen op

voorb.
E A - x- a e V-
-2 . Bkl Deledxt SO |4l ) §—2x1 + 3x, = —4
—3 /. BH#X; —3X; + 6X, 9 —3X; + 6%y =2

de matrixTﬁ WaarV()ﬂr BA = identiteit heet de inverse

—2
-1

1
73

D

—3x; + 6X,

—2:(=2x; + 3%,) + 1:(-3x; + 6x,)
—1-(=2x; + 3x,) + %5(-3x, + 6x,)

4x, — 6X, —3X; + 6X,
22Xy —ox, =2t A,




De inverse van een matrix lost het met de matrix
verbonden stelsel vergelijkingen op

voorb.
- A g RXal e

-2 3 |lxg] | =2xg + 3% 416 §—2x1 + 3x, = —4
3 611xl | =3x +6x, 2 —3X; + 6%y =2

de matrixTﬁ WaarV()ﬂr BA = identiteit heet de inverse
L) 1 —2X1+3X2 = X1 i Xl—l ,X2=16/3
-1 25 1| =3x; + 6X%, X5
2 1[[ 4] | 2-4+12) | 14
-1 24 7 14 +2%52| [16/3




De determinant geeft aan of de inverse bestaat en
kan worden gebruikt om die te berekenen

vooreen 2 x 2 matrix zijn determinant en inverse -

ar il 7 7d . =b
A=) ke AR TREDY PR T
R el Al =0
voorb
—r A SXan i RO
-2 3l -2 o R §—2x1 + 3%, = —4
-3 611x%, -3x; + 6X, i —3Xq + 6x, =2

Al =-26-3-3=-3

Y 3D




De determinant geeft aan of de inverse bestaat en
kan worden gebruikt om die te berekenen

vooreen 2 x 2 matrix zijn determinant en inverse -

a b 7 d. b
A= Al =a-d -b- Al =—
A= ad-bec A B e
. A SEIAl =0
voorb.
£ A = Xy A
-3 e T %—3x1+4x2= 1
6 8lixI | -6 6X; — 8X, = —6

Al =-3-8-64=0




De determinant geeft aan of de inverse bestaat en
kan worden gebruikt om die te berekenen

vooreen 2 x 2 matrix zijn determinant en inverse -

7 ¥a b i _1_i d -b
AL Yot S PR e s
_b : s Al =0
VOOTID.
D A__X_ _X_

-3 4Pl T §—3x1+4x2=0
6 -8lix| | .0 6x; — 8x, =0 /
Al =-3-8-64=0 /




De oplossingen van een stelsel vergelijkingen

hangt alleen af van de coefficienten

%—2x+ 3y = =k
-3X + 6y = 2

-2 s
=3 oM

A
O3

—2 8
-2 4

=2 0
O =3

4/3

40,
16

10
16/3




Programma van vandaag

* Motivatie matrices

* Optellen van vectoren

 Functies van vectoren, matrices

» Simultane vergelijkingen en
matrices

* Determinant

* Higenwaarden en eigenvectoren




Determinant

Al =a-d -b-c
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Determinant
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Determinant
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Programma van vandaag

* Motivatie matrices

* Optellen van vectoren

 Functies van vectoren, matrices

» Simultane vergelijkingen en
matrices

* Determinant

* Higenwaarden en eigenvectoren




Eigenwaarden

Een vierkante matrix kan worden
gekarakteriserd door haar
eigenwaarden en eigenvectoren;

De eigenwaarden vertellen ons wat
de matrix doet met vectoren.

Voorbeeld:

A: R?2 > R?




Eigenwaarden

De eigenwaarden vertellen ons wat

de matrix doet met vectoren.
Voorbeeld:

A: R?2 -> R?
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Eigenwaarden

A ey
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e i 1




eze matrix A doet het volgende
et x=(1, 0)'
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Eigenwaarden

2" G
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eze matrix A doet het volgende
et x=(0, 1)’
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Eigenwaarden

2 S 4
g e e 4




eze matrix A doet het volgende
et x=(1,1)
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Coordinaat 1




Eigenwaarden

Dus in de richting van (1, 1) doet de matrix niks
anders dan de vector opblazen met vier.

‘Dus A x = A x waarbij A een expansie factor is, in
dit geval 4. Per toeval vonden we dat (1, 1) met
vier wordt vermenigvuldigd.
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Eigenwaarden

*‘Om de andere expansie factor A te vinden moet
het volgende gelden: A x = A x oftewel

(A-Ald )x=0




Eigenwaarden

X - Ve
| |0
x| o0

*‘Om de de expansie factoren A te vinden, lossen
we het volgende op: Dus A x = A x oftwel

*(A-Ald )x=0




Eigenwaarden

- A-Ald x 7 Fry-

2-A 2 X4 0
1 3-Allx, 0

*‘Om de andere expansie A, factor te vinden, lossen
we het volgende op: Dus A x = A, x oftwel
*(A-Ald )x=0

*Of simpelweg de determinant van (A - A Id) moet
nul zijn.




Eigenwaarden

| A-A Id | = det

det(A) = (2-A)(3-A)-2=0

det(A) = A2-5A+4=(A-4)(A-1)

*Dus de matrix A heeft twee eigenwaarden, dus de
matrix expandeert met 1 en 4.




Eigenwaarden

- A-Ald x 7 ry-

2-A 2 X4 0
1 3-Allx, 0

‘Hoe vinden we de eigenvector behorende bij A=1?




Eigenwaarden

- A-1Id4 x 5 ry-

1 i X1 0
1752 X5 0

‘Hoe vinden we de eigenvector behorende bij A=1?
‘Invullen A=1 en vervolgens een (niet-triviale) x
vinden waarvoor A-11d=0

*NB: x=0 werkt altijd en heet daarom de triviale
oplossing.
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